CAPITULO 7

DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS
SUPERIORES

7.1 Derivadas Parciais de Ordens Superiores

Dada a funcgao real de duas variaveis,

f : Dom(f) C R?
X = (z,y)

— R
= f(X) = flz,y),

se f possui derivadas parciais para todo ponto X = (z,y) € A(aberto) C Dom(f),
podemos construir as funcgoes

of

9z AC Dom(f) CR? — R
af of
X = (z,y) = (X)) =52@y),
e
% AC Dom(f) CR* — R
of of

X = (z,y) — 895( )= %(m,y),

Estas derivadas parciais que estudamos sao chamadas de derivadas parciais de primeira
ordem de f. Nosso objetivo agora é definir as derivadas parciais de ordens superiores.

of of

Suponha entao que as funcoes % e 0 possuem derivadas parciais, com respeito

as variaveis x e y, para todo X (x,y) € B(aberto) C A(aberto) - Dom(f) Desta
g (of of of

fi lcular — — = | (X X X

orma, podemos calcular (9 ) (X), o (8x> (X), pp (8y) (X)e By (8y) (X)

para todo X = (z,y) € B(aberto) C A(aberto) C Dom(f)
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Estas derivadas parciais das derivadas parciais da funcao f sao chamadas de derivadas
parciais de sequnda ordem de f e suas notagoes sao as seguintes:

A 1¢ Bl YAy
:

azgx B a%( ) b= = Ji
% - g%(%‘)—

0%z

Observacao 7.1.1: Se definirmos z = f(z,y), também utilizamos as notag¢oes — 9z
f Pz  OPf 0Pz O*f 822' _O*f
0x2 Oydxr  Oydx’ Oxdy axﬁy oy2  oy?’

Observacao 7.1.2: As derivadas parciais de ordem maior do que dois sao definidas de
forma andloga. Por exemplo, se as derivadas parciais de segunda ordem de f possuem
derivadas parciais, com respeito as varidveis z e y, para todo X = (z,y) € C(aberto) C

B(aberto), temos que
Pf 9 [o*f
3 X) = 5 (@) (X),

PF o &f
8:U8y893(X) B %(Gyﬁx) (X).

Exemplo 7.1.1: Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcao f(x,y) =
w3y? + ayt.

Solugao: Vamos inicialmente determinar as derivadas parciais de primeira ordem da
funcao f.

5@y = 32%y? +

G—(x,y) = 223y + 4y’
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Agora, podemos passar as derivadas parciais de segunda ordem.

P ew) = ey

88;5; (z,y) = 62%y+4y°

88952ny (z,y) = 62%y+ 4y

giyé(x, y) = 22° + 12xy%

Exemplo 7.1.2: Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcao f(x,y) =

2
zyey .

Solucgao: Vamos inicialmente determinar as derivadas parciais de primeira ordem da

fungao f.
of
% (SC, y)

0
a—i(x,y)

ey y€y2

2 2
= ze¥ +2xy%eV .

Agora, podemos passar as derivadas parciais de segunda ordem.

2

T () =
O f
ayax(w,y) =
O f
aIay(:v,y) =
2
g—yJ;(aﬁ,y) =

0
eV’ + 2y2ey2
eV + 2y%e¥”

233yey2 + 4xyey2 + 4xy3ey2

Exemplo 7.1.3: Considere a funcao f dada por

flz,y) =

rf P
OyOxr ~ Oxdy’

Determine

2 + 92’

ZL’ys (
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Solucgao: Vamos inicialmente determinar as derivadas parciais de primeira ordem da
fungao f. Para (z,y) # (0,0), podemos utilizar as regras de derivagao, de modo que

O (o) v’ (2® +y%) — (zy’)2z
Bz (@2 + 2)2
Yo — 2P
G
€
aof (2.1) 3zy?(2® +y%) — (zy°)2y
oy’ (22 + y?)?
3y + oyt
T

Para (z,y) = (0,0), conforme observado, temos que utilizar a definigdo. Portanto,

of f(0+h,0) — £(0,0)

9z 0 = lim h
= =0
e
a k—0
= my =0
Desta forma,
Yo — a2y 00
g_i(x7y) _ (.fC2 +y2)2? (x?y) # ( Y )
0; (z,y) = (0,0)
e
323y* + xyt
_ 0,0
g(x,y>: (x2+y2)2 9 (aj,y)%( Y )
Y 0; (z,y) = (0,0)

Vamos agora determinar as derivadas parciais mistas de segunda ordem da fungao f.
Para (z,y) # (0,0), podemos utilizar as regras de derivagao, de modo que

o*f _ Byt =327 (@ +97)? — (v° — 2%y°)2(2® + y*)2y
(I, y) -
0yox (22 +y?)4
_ @+ )220 +5y° — 3aty? — (4y° — da?yh))
(22 + g2)°
_ 222y + 595 — 3aty? — 49° + 422yt
(xZ + y2)3

yG _ 3I4y2 + 6l’2y4
(CL’Z +y2)3
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e
O*f (2.y) = (92%y? + y*) (2? + y?)? — (32®y* + ay*)2(a? + y?)2z
Oxoy "’ (22 4 y2)*
(22 4+ y?) (924 + 1022y + ¢y° — (12212 + 422y*))
o (:1:2 4 y2>4
9z4y? 4 102%y* + ¢b — 122%y? — 422y*
(@2 + y2)°
Y5 — 3zy? + 622y*
<$2 _|_y2>3

Para (z,y) = (0,0), conforme observado, temos que utilizar a defini¢do. Portanto,

of of
% f 3_(0’O+k)_6_(0’0)
dyox k—0 L
R
= imE =l
e
af of
0% f a—(0+h,0)—6—(0,0)
dxdy h—0 h
=m0
Desta forma,
6 4,2 2,4
2 Y 3x*y” + 6%y
88 gx (z,y) = (22 + 12)3 s (@,y) #(0,0)
’ L (z,y) = (0,0)
) 6 _ 3042 + 622>
2 Yy —ox7yY” + bxty”
aaxaf (x,y) = (22 + 2) ; (z,y) #(0,0) |
’ 0; (Sl?,y) = (0,0)

Observe que, nos Exemplo 7.1.1 e 7.1.2, temos a igualdade entre as derivadas parciais
mistas de segunda ordem para todos os pontos no plano. Porém, isto nem sempre ¢é

*f 0*f
8y8x(0’ 0) # 8x8y(0’0)' O teorema

a seguir nos fornece uma condicao suficiente para a igualdade das derivadas parciais
mistas. Contudo, antes de enuncia-lo, vamos definir funcoes de classe C*.

verdade. De fato, no Exemplo 7.1.3 vimos que

DEFINICAO 7.1.1: Considere a funcio f : Dom(f) C R? — R. Se existe um
conjunto aberto A C Dom(f) tal que as derivadas parciais de f até ordem k existem
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para todo X = (z,y) € A e elas s@o continuas em X, = (zo,%9) € A, dizemos que f
é de classe C* em Xy = (0, 90). Se as derivadas parciais de f até ordem k existem e
sao continuas para todo X = (z,y) € A, dizemos que F é de classe C* em A.

Em particular, se as derivadas parciais de f até segunda ordem existem para todo
X = (z,y) € A(aberto) C Dom(f) e elas sao continuas em Xo = (29, y0) € A, dizemos
que f é de classe C? em A. E, neste caso, teremos a igualdade entre as derivadas
parciais de segunda ordem. Confira o Teorema de Schwarz, enunciado a seguir.

TEOREMA 7.1.1: (Teorema de Schwarz) Considere a fungao f : Dom(f) C R? —
R e seja (zo,yo) € A(aberto) C Dom(f). Se f ¢ de classe C* em (zg,yo), temos que

Dy Zo,Yo) = 910y Lo, Yo)-

Se
f:Dom(f)yCR* — R

X = (21,29, ..c,z) =  f(X) = flx1,29,...,7,)

¢ uma funcao real de n variaveis reais, as derivadas parciais de ordem maior ou igual
a dois sao definidas de forma anéloga. Por exemplo,

*f 9 [of
Ory0r3 Oy (8:703) ’
*f 9 [(of

or: — Oxs (8953) ’

Pr 0 [(Pf
Or10x3 ~ Oxy \ 0z} )’

Exemplo 7.1.3: Calcule todas as derivadas de segunda ordem da funcdo f(z,y,z2) =
x? sen (yz).

Solugao: Vamos inicialmente determinar as derivadas parciais de primeira ordem da
funcao f.

—<l',y,2:) = 2z sen (yZ)
Y (r4,2) = 2Pzcos(yz)

—(r,y,2) = a’ycos(y2)
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Agora podemos passar as derivadas parciais de segunda ordem.

9% f

@(I,y,Z) = 2sen (yZ)
2
azgx(:c,y,z) = 2xzcos(yz)
82
o (ry,2) = 2eycos (v2)
2
889053; (r,y,2) = 2xzcos(yz)
2
O L) =~ sen (2)
Y
0*f 2 2
8z8y(x’y’z) = z°cos(yz) — x7yz sen (yz)
62
w2 = 2myeosiy)
0*f 2 2
W(m,y,z) = z°cos(yz) — xyz sen (yz)
Y0z
o2
Iz =~ sen (32

A definicao de funcao de classe C* também se aplica se f for uma funcio de mais do
que duas variaveis, da mesma forma que o Teorema de Schwarz também permanece
valido.

DEFINICAO 7.1.2: Considere a funcdo f : Dom(f) € R” — R. Se existe um
conjunto aberto A C Dom(f) tal que as derivadas parciais de f até ordem k existem
para todo X € A e elas sao continuas em X, € A, dizemos que f é de classe C* em X.
Se as derivadas parciais de f até ordem k existem e sdo continuas para todo X € A,
dizemos que F é de classe C* em A.

TEOREMA 7.1.2: (Teorema de Schwarz) Considere a funcao

f:Dom(f)yCR* — R
X = (21,29, ....,x,) —  f(X)= f(x1,29,....,2,)

e seja Xy € A(aberto) C Dom(f). Se f é de classe C? em X, temos que

0% f 02 f
= X
8:623.75]( 0) 81’3833'1( 0)7

1,7 =1,...,n.



